宁波大学研究生课程教学大纲
一、课程基本信息

	课程中文名称
	几何分析
	课程编号
	40220042

	课程英文名称
	Geometric Analysis
	总学时
	51
	学分
	3

	开课学院
	数学与统计学院
	开课学期
	√□春季    □秋季     □全年

	课程负责人
	朱超娜
	教学团队成员
	                朱超娜

	适用学科/专业
	数学/基础数学
	授课语言
	□中文    □全英文   √□双语

	适用学生
	□学术学位博士 □学术学位直博生 □学术学位直博生（留学生）√□学术学位硕士 □专业学位硕士 √□学术学位硕士（留学生） □专业学位硕士（留学生） □专业学位硕士（非全日制）

	课程类别
	□公共学位课 □专业学位课 □公共选修课 √□专业选修课 □专业补修课 □必修培养环节
□其他               

	主要教学方式（可多选）
	√□讲授 □讨论 □专题讲座□文献研读□专题研讨 □案例分析 □实验（含上机）□自学 □其他           

	考核方式
	□考试    √□考查


二、课程中文简介

几何分析是基础数学中重要的研究分支，它旨在用微分方程，尤其是椭圆偏微分方程中的工具研究微分几何和微分拓扑中的问题；反过来，底流形的几何也影响着微分方程解的性质。本课程主要围绕线性理论部分讲授，例如Laplace方程，热方程以及Laplace方程的特征值，使学生掌握几何分析中各个研究领域的基本工具和技巧。
三、课程英文简介

Geometric analysis is an important discipline in pure mathematics, which aim to use tools from differential equations, especially elliptic partial differential equations to study problems of differential geometry and differential topology. Vice versa, the behavior of the solutions of a differential equation is affected by the geometry of the underlying manifold. The main theme of this course centers around linear theory, i.e., Laplace equation, the heat equation, and the eigenvalues for the Laplacian, which aims to equip students with the basic tools and techniques needed for research in various areas of geometric analysis. 
四、教学目标

1.熟练掌握椭圆和抛物版本的极大值原理，并能够证明Laplace方程和热方程解的梯度估计、Harnack不等式，掌握等周不等式和Sobolev不等式的关系；
2.熟悉热核的性质及其上、下界的估计；
3.了解用不同方法估计带Dirichlet边界和Nuemann边界Laplacian方程的特征值，包括极大值原理方法、利用等周不等式和Sobolev不等式方法、热核方法。
五、教学内容、基本要求及学时分配

1.各章节主要内容
第一章 黎曼几何中的比较定理  

主要内容：面积的第一变分公式、面积的第二变分公式、体积比较定理、Laplacian比较定理。

教学方法与要求：主要通过板书进行公式的推导和演算，要求学生掌握面积的第一、二变分公式的计算、掌握几类比较定理的证明。

重点：面积的变分公式、体积比较定理、Laplacian比较定理。

难点：面积的变分公式、体积比较定理、Laplacian比较定理。
第二章 流形上的调和函数  

主要内容：调和函数的梯度估计、Liouville定理、Harnack型不等式；次调和函数的平均值不等式；整体格林函数的存在性。
教学方法与要求：主要通过板书进行公式的推导和演算，要求学生掌握辅助函数的构造、极大值原理等基本方法和技巧。
重点：极大值原理；整体格林函数的存在性。
难点：构造合适的辅助函数证明梯度估计；格林函数的构造。
第三章 流形上的热核和热方程  

主要内容：热核的性质、热核的上下界估计；热方程的梯度估计和Harnack不等式。

教学方法与要求：主要通过板书进行公式的推导和演算，要求学生熟悉热核的性质，掌握抛物版本的极大值原理。

重点：热核的性质、抛物版本的极大值原理。

难点：热核的性质和估计、构造合适的辅助函数证明梯度估计。
第四章 Laplace方程的特征值  

主要内容：Poincare不等式、等周不等式和Sobolev不等式；特征值的基本性质、第一特征值的上、下界估计。

教学方法与要求：主要通过板书进行定理的推导和证明，要求学生掌握等周不等式和Sobolev不等式的关系，了解特征值估计的不同证明方法。

重点：特征值的估计。

难点：特征值的估计。
2.学时分配表
	章节
	标题
	教学内容
	学时分配
	备注

	
	
	
	理论
	实验
	讨论
	其他
	

	一
	黎曼几何中的比较定理
	面积的变分公式、比较定理
	6
	
	
	
	

	二
	流形上的调和函数
	调和函数的估计和存在性、次调和函数的平均值不等式、格林函数
	15
	
	
	
	

	三
	流形上的热核和热方程
	热核的性质和估计、热方程的梯度估计和Harnack不等式
	15
	
	
	
	

	四
	Laplace方程的特征值
	三类基本不等式、特征值的性质和估计
	15
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	

	小计
	51
	
	
	
	


六、考核方式及成绩评定方法
    1. 考核方式：作业与读书报告
2. 成绩评定：作业50%，读书报告50%

3. 考核标准及要求：熟练掌握椭圆和抛物版本的极大值原理，并能够证明梯度估计、Harnack不等式，掌握等周不等式和Sobolev不等式的关系；熟悉热核的性质和估计；了解特征值估计的不同证明方法。
七、本课程创新点（内容、方法等）
几何分析最初是用分析和微分方程中的工具研究几何问题。它成功地解决了几何学、拓扑学和数学物理中许多重要的问题。本课程的主要内容包含了流形上的调和函数、热核以及Laplace方程的特征值。而调和函数、特征函数和热核是线性椭圆方程、线性抛物方程最简单且基本的研究对象。通过这些线性理论的学习，使学生们掌握几何分析研究中一些基本的方法和技巧，比如极大值原理、积分估计等，从而可以进一步地深入学习非线性理论，甚至从事几何分析方向的研究。
八、教材及主要参考书目、文献与资料
	类别
	教材名称
	编者
	出版社
	版次
	出版时间

	教材
	微分几何讲义
Lectures on Differential Geometry
	丘成桐、孙理察
	高等教育出版社
	2
	2018-08-01

	参考书
	Geometric Analysis 
	Peter Li
	Cambridge University Press
	1
	2012-03-05

	
	The Analysis of Harmonic Maps and Their Heat Flows
	Fanghua Lin、Changyou Wang
	World Scientific
	1
	2008-05-26

	
	A Course in Minimal Surfaces
	Tobias Holck Colding、William P. Minicozzi
	American Mathematical Society
	1
	2011-04-30


课程负责人（签名）：                                             日期：
学位点负责人（签名）：                                           日期：
所在学院主管领导（签名）（公章）：                                日期：
